Développement : Endomorphismes semi-simples

Recasages possibles : 122, 150, 151.
Référence : Algebre, GOURDON (p. 194-195, 224-225)

Développement Soit f € L(F), avec E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Lemme 1 Soit p1p = M --- M la décomposition en facteurs irréductibles de p s
dans K[X]. Pour i € [1,7], notons N; = Ker (M (f)). Alors, E = N1 @& ---@® N, et
la projection p; sur N; parallelement & @@ ot N; est un polynéme en f.

Lemme 2 Soit F' < E stable par f. Ona F'= @ (N; N F).

r
i=1

Proposition 3 Si p est irréductible dans K[X], alors f est semi-simple.

Théoréme 4 [ est semi-simple si et seulement si py est sans facteur carré.

e Preuve du Lemme 1 : La décomposition £ = N1 @ --- @ N, provient directement
du lemme des noyaux appliqué a ’endomorphisme nul u,(f). Montrons que les
projections données dans 1’énoncé sont bien des polynémes en f. Pour cela, po-
sons pour i € [1,7], Q; = [[.x; M7 = pu,M;* € K[X]. Comme les M; sont

J#LTTd
irréductibles et deux a deux premiers entre eux, les (J); sont premiers entre eux
dans leur ensemble. D’apres le théoreme de Bézout, il existe Uy, ..., U, € K[X]

tels que U1Q1 + -+ + U,Q, = 1. Alors, idp = (U1Q1)(f) + -+ + (UrQ;)(f). En
particulier, pour tout x € E, on a

# 2R E) + -+ (UQ)(N) @)

Soit i € [1,7]. Montrons que (U;Q;)(f)(x) € N; = Ker(M(f)). Comme les
polynomes en f commutent, on a

MY () ((U:Qi) (f)(x))

Ui(N) (M7 Qi) (f) (=)
Ui(f) (ns (F)(=))

= Ui(f)(0)=0
Par conséquent, (U;Q;)(f)(x) € N; donc (*) est exactement 1'écriture de x

associée & la décomposition E = Ny @ --- @ N,, et ainsi p;(x) = (U;Q:)(f)(x)
puis p; = (U;Q;)(f) est bien un polynéme en f.

o Preuwve du Lemme 2 : Soit I' < FE stable par f. Comme p; est un polynéme en f,

F est stable par p;. On a par ailleurs p;(F) C p;(E) = N; donc p;(F) C N;NF.
En utilisant la relation (%), on obtient

s

FcC ipi(F) C zr:(]\h NF) =N NF).

i=1

-
L’inclusion réciproque est triviale, d’ou F = @ (N; N F).
i=1

Preuve du Lemme 3 : On suppose que iy est irréductible dans K[X]. On pose
alors L = K[X]/(ps), qui est un corps contenant K, et donc une extension de K
de degré deg(ss). On va construire une structure de L-espace vectoriel naturelle
sur E pour laquelle les sous-espaces vectoriels de E sont exactement ses sous-
K-espaces stables par f. Plus précisément, pour P € K[X], et pour « € E, en
notant P la classe de P dans L, on pose

P(f)(x).

Cette définition est licite, i.e. P(f)(z) ne dépend de la classe de P dans L, et non
de P lui-méme. En effet, si R € K[X] est tel que P = R, alors il existe @ € K[X]
tel que P = Qu + R et alors

P(f)(x) = Q) (u(F)(@)) + R(f)(x) = Q(f)(0) + R(f)(x) = R(f)(=).

En fait c’est simplement la structure naturelle de K[X]-module sur E induite
par f qui passe au quotient, et comme LL est un corps, on obtient une structure
d’espace vectoriel. Si F' est un sous-groupe additif de F, on notera dans la suite
F <k E (resp. F <, E) si F est un sous-K-espace (resp. sous-L-espace) de E,
i.e. si F' est stable par la multiplication externe par les éléments de K (resp. L).
Montrons alors pour tout sous-groupe additif F' de E 1’équivalence

-

F<LE < F<xgE et f(F)CF

(=) : Soit F <y, E. Alors, comme K C L, on a évidemment F <k E. De plus, si
r€F,ona f(r) =X -x € F ce qui montre bien f(F) C F.

(<) : Soit F <k E stable par f et soient P € K[X] et € F. Comme F est
stable par f, F est stable par tout polynéme en f donc P(f)(z) € F. Ainsi,
P-x = P(f)(x) € F, ce qui montre bien que F est un sous-L-espace vectoriel
de E et conclut I'équivalence.

Soit F' un sous-K-espace vectoriel de E stable par f. D’apres ce qui précede, F

est un sous-L-espace de F, donc il existe G <p, E, i.e. G <k F stable par f, tel

que FF & G = E. Ainsi, f est bien un endomorphisme semi-simple.
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e Preuve du Théoréme 4 : Montrons I’équivalence par double implication :

(<) : Supposons que (5 est sans facteurs carrés. Ecrivons py = My---M, la
décomposition en produit d’irréductibles de K[X] de ¢ Par hypothese, les M;
sont deux & deux distincts. Soit F < E stable par f. Notons N; = Ker(M;(f))
pour ¢ € [1,7]. D’apres le Lemme 2, on a

F= eb(Fm N;).

Soit i € 1, r]. L’espace N; est stable par f donc on peut considérer ’endomor-
phisme f; de IV; induit par f par restriction et corestriction. On a clairement
M;(fi) = 0:sia € N; = Ker(M;(f)), alors M;(fi)(z) = M;(f)(z) =0 (la
restriction et la corestriction commutent avec 1’évaluation d’un polynéme en
f). Or, M; est irréductible dans K[X] donc c’est exactement le polynéme mi-
nimal de f;. Ainsi, d’apres le Lemme 3, f; est semi-simple. L’espace F'N N;
est clairement f;-stable, donc admet un supplémentaire S; dans N; qui est
fi-stable. Posons S =51 @ --- @& S,. Alors d’une part

(FnN)aS)e-—a(FNN)®S)=N& - ®N, =E
et d’autre part

(FNNpaeS)ae--—-a(FNN)®S,) = (FNN)&---®(FNN,)®S
= FaS

Ainsi, S est un supplémentaire f-stable de F' dans F, ce qui montre que f
est semi-simple.

(=) : Supposons que f est semi-simple et que us s’écrit uyr = M2N avec M, N
dans K[X]. Soit F' = Ker(M(f)). C’est un sous-espace vectoriel f-stable de E,
donc il admet un supplémentaire f-stable S dans E. Notons que M N (f)p =
0. En effet, si x € F, alors

MN(f)(x) = N(f)(M(f)(x)) = N(f)(0) =0.

Montrons alors que MN(f) est aussi nul sur S. Soit donc z € S. On a
MN(f)(@) € F car M(f)(MN(f)(@)) = M2N(f)(@) = py(F)(z) = 0. Or
S est f-stable, donc M N(f)-stable et ainsi MN(f)(x) € S. Finalement,
MN(f)(z) € FNS = {0} donc MN(f) s’annule sur S. Comme F = F ® S
et que MN(f) est nul sur F et sur S, on a MN(f) =0 en tant qu’endomor-
phisme de E, ce qui contredit la minimalité de z1f. Ainsi, s est nécessairement
sans facteurs carrés, ce qui termine la preuve du Théoréme 4.
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